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Herr Professor Engel hat 1892 in den Leipziger Berichten eine Untersuchung über 
eine Gruppe von Berührungstransformationen veröffentlicht, die als reelle Gruppe irreducibel 
ist, also durch eine reelle Berührungstransformation nicht in eine Gruppe von Punkttrans- 
formationen übergeführt werden kann, die aber durch eine imaginäre Berührungstransformation 
in die allgemeine projektive Gruppe übergeführt wird. 

Den invarianten Scharen von Mannigfaltigkeiten der projektiven Gruppe entsprechen 
natürlich invariante Scharen von Mannigfaltigkeiten der andern Gruppe. 

Herr Professor Engel hat bereits 1892 die Mannigfaltigkeiten angegeben, die den 
Punkten und den w-fach ausgedehnten Ebenen des projektiven Raumes von n + 1 Dimen- 
sionen entsprechen. Einer Anregung von ihm folgend, werde ich hier gewisse andere invariante 
Scharen von Mannigfaltigkeiten untersuchen. 



Kapitel I. 

Die Ebene. 

Als Punktkoordinaten der Ebene benutze ich x und z und als Koordinaten der Linien- 
elemente Xy z, y, so daß für unendlich benachbarte Linienelemente, die einem Elementverein 

angehören, die Gleichung besteht: 

dz — ydx = 0. 

Als Koordinaten der projektiven Ebene benutze ich die gestrichenen Buchstaben x, z\ y\ 

Die Gruppe hat die charakteristischen Funktionen: 



(1) 



1, 05, y, X* 


+ y*,^- 


-h^y, 


X [x* + y*] 


4y \e- 


-h^y] 


1 1 

y [x' + y*) 


-f 4x iz- 


-i^y) 


(x* + y*y 


+ 16(2- 


-\xy) 
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Bei Anwendung der Transformation: 



(2) 



0,=^ y=^'+y' 



2 t 



2V 



^ + ^{.'«-2.V-,'«} 



entsteht sie aus der Gruppe der projektiven Punkttransformationen der Ebene o/, z\ 

Den Punkten und geraden Linien der projektiven Ebene entsprechen bei der Gruppe 1 
die beiden invarianten konjugiert imaginären Eurvenscharen : 

Ich habe nun untersucht, welche Mannigfaltigkeiten den Kegelschnitten der projektiven 
Ebene entsprechen. 

§ 1. 

Die Parabeln der projektiven Ebene und die ihnen entsprechenden 

Mannigfaltigkeiten. 

Einem Linienelement x' = t z' = c y' = b der projektiven Ebene entspricht das 
Linienelement x y z, wenn die Gleichungen bestehen: 

t = x-\-iy, b = — X -{■ iy, c = 2iz — ^ (a;* -|- 2 ixy + y *)• 

Wenn <, 6 und c reell sind, bestimmen diese Gleichungen diejenigen Linienelemente, 
die den reellen Elementen der projektiven Ebene entsprechen. 

Einem reellen Linienelement der projektiven Ebene entspricht also im allgemeinen 
ein imaginäres Linienelement. 

Soll das entsprechende Element x y z ebenfalls reell werden, so muß 

y = 
t = x, b = — X 

sein. Die Linienelemente 

^' = ^, y' = -t, z' = -it' 

sind also die einzigen reellen Elemente der projektiven Ebene, denen wieder reelle Elemente 
entsprechen. 

Sie liegen auf der Parabel: 

y'+x' = 0. 

Dieser Parabel entspricht die gerade Linie: 

x = t, y = 0, z==0, 

die o;- Achse. Die Parabel z' -f- ^ a;' * = und die Grade y = z = sind also in jeder der 
beiden Ebenen die einzige reelle Mannigfaltigkeit, deren sämtlichen reellen Elementen wieder 
reelle Elemente entsprechen. 

Ein beliebiger andrer Kegelschnitt der projektiven Ebene hat mit dieser Parabel 
höchstens 2 Linieneleraente gemein. Mit Ausnahme dieser Parabel kann also ein Kegelschnitt 
höchstens zwei reelle Elemente enthalten, denen wieder reelle Elemente entsprechen. 
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Zwei Parabeln können mit einander höchstens ein Linienelement gemeinsam haben. 
Parabeln haben daher höchstens ein reelles Linienelement, dem wieder ein reelles Linien- 
element entspricht. 

Die Parabel ^' + ia?'« = 

y' -). rc' = 
bleibt bei der dreigliedrigen projektiven Gruppe: 

x'p' + 2 z'q' 

p' — x'q' 
invariant. 

Die projektive Gruppe enthält noch die von diesen und von einander unabhängigen 

infinitesimalen Transformationen : 

p' und g' sind Abkürzungen für ^— ,- und - yj- 

Wenn man diese 5 eingliedrigen Gruppen nacheinander auf die Parabel ausübt, geht 
sie also in oo^® komplexe Kurven über. 

Die 4 Gruppen: p' + x'q^ q\ xp\ z'p* sind aber linear. Bei ihnen geht die Parabel 
also in 00® komplexe Parabeln über, und durch die ihnen entsprechenden eingliedrigen Gruppen 
geht die Gerade y = oz=^om oo* Mannigfaltigkeiten über, die Parabeln entsprechen. 

Den drei Gruppen 

p' + x^q\ q\x'p' 
mit den charakteristischen Funktionen: 

y' — rc', — l,y'x' 
entsprechen bis auf konstante Faktoren die drei reellen Gruppen mit den charakteristischen 
Funktionen 

Dagegen entspricht der eingliedrigen Gruppe z' p' mit der charakteristischen Funk- 
tion y' z' keine reelle Gruppe sondern die imaginäre Gruppe: 

(x — iy) {x^ + y*) — 4 (y + ix) (z — \xy). 

überhaupt entspricht jeder linearen eingliedrigen Gruppe ay' z' -{■ , in der a von 

Null verschieden ist, eine imaginäre eingliedrige Gruppe, denn die Gruppe (1) enthält keine 
reelle 6gliedrige Untergruppe. 

Es lassen sich also nur 5 von einander unabhängige reelle charakteristische Funk- 
tionen angeben, die linearen Gruppen entsprechen. Das sind aber: 

Daher ist von vornherein wahrscheinlich, daß die Gerade y = 2: = durch alle 
Gruppen, die den Gruppen ay' z* -\- hy' -\- ex' -\- d -{■ ey' x' entsprechen, wenn a von Null 
verschieden ist, in imaginäre Mannigfaltigkeiten übergeführt wird. 

Die Gruppe y' z' hat die endlichen Gleichungen: 

a?/ =aj' + Qz' 



— 4 — 

Daher hat die ihr entsprechende Gruppe die endlichen Gleichungen: 

^ +iyi=x + iy + Q (2i^ — \x^ — ixy — \y^) 

, . — X -\- iy 

"'''^'^'-1-- QX + iQy. 

2iz^ — \ (x,^ + 2ix, y, + t/i*) =- 2iz — H^* + '^^'^2/ + y*)- 
Führt man diese Transformation auf die Gerade x = t y = z = aus, so erhält 
man die Mannigfaltigkeiten: 

_ U~3Qt'-{-QU' _i(3 gt»-g> <«) 

^'~ 32i(l —^0» 

Die Gruppe x^ -\- y^ hat die endlichen Gleichungen: 

X2 = Xi cos « + yi sin a 
yg = — rci sin « + yi cos a 

2'g = £'i — — sin 2a — rry sin *«. 

Bei Anwendung dieser Gruppe werden die Gleichungen der Mannigfaltigkeiten: 

__ 4t c os a + (ßQt ^ — qH^) (— cos c« + i sin a) 
ajj — 



2/2 



4 (1 - ^0 
— 4tt sin a + (Sgi* — g ^t^) i cos a + sin a) 



i8'9 ^^ . y. x^iS — _^: — /z r-s SIU aCC 



32i(l —Qty 32(1— Qt)^ 

i sin * a. 



12^^'— 13^«<* + 6^»^^ — ^*<« . ^.^ ^ 



16 (1 —^0' 

Wenn man jetzt noch die beiden eingliedrigen Gruppen x und 1 auf diese Schar aus- 
übt, so erhält man oo® Mannigfaltigkeiten. Trotzdem sind das noch nicht alle, die Parabeln 
entsprechen. Daher muß man noch die Gruppe y anwenden. Man erhält dann allerdings 
einen unwesentlichen Parameter also trotzdem nur cx>® Mannigfaltigkeiten. 

Die dreigliedrige Gruppe — a;, — l,y hat die endlichen Gleichungen: 

a:8 = a^ + a 

ys=yi + i 

^8 = ^2 + iXi -\- C. 

Bei Anwendung dieser Transformation erhält die Schar, die den Parabeln entspricht, 
die Gleichungen: 

4t cos a + (3^^* — Q^t^) (— COS a + i sin «) 

^- 4 (1 - Qt) +'' 
— 4^ sin a + (3^^* — Q^t^) (i cos a + sin a) , 

^^ ~ 4{i — Qt) ^ 

^' ~ 32 2 (1 - Qtf " ~ 32 (1 - Qty ^^ ^"^ 

l2Qt^—\S QH* + 6QH'^—QH^ . . , , ^4/ cos«+(3g<*— g'<^)(-cosg+isin a) , 

i6(r^gty ^sin « + ö 4Xr=V) ' 



(3) 
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Der Parameter a ist nicht wesentlich. 

Die Schar (3) enthält alle Mannigfaltigkeiten, die Parabeln entsprechen. 

Diese Mannigfaltigkeiten sind aber sämtlich imaginär, wenn q von Null verschieden ist. 
Allerdings folgt der strenge Beweis für die letzte Behauptung erst weiter hinten. 

Wenn ^ = ist, werden die Gleichungen der Schar sehr viel einfacher : 

(4) I y = — < sin « + 6 

\z = — ^ ^* sin a cos a + 6 ^ cos « + c. 

Hier ist statt x^ y^ z^ wieder x y z geschrieben. 

Wenn der unwesentliche Parameter a Null ist, kann die Schar (4) geschrieben werden : 

2: = — ia;*tga -\-hx -\- c. 

Das sind im allgemeinen ebenfalls Parabeln, wenn aber sin a = ist, sind es die 

sämtlichen Geraden der Ebene: 

z = bx '\- c. 

Wenn cos « = ist, ist a: = ^ , , 

z = c ^ ' 

Dies sind alle Punkte der j? Achse. 

Wenn a von Null verschieden ist, bleiben die Parabeln und Geraden ungeändert, aber 
wenn cos a = ist, erhält man 

x= a 

y = -t-Vh 

z=^c, also alle Punkte der Ebene. 

Wenn ich statt tga einfach « als Parameter einführe, entsprechen den Parabeln 

und Geraden 

z == — ^x'a -^ bx -\- c 

die Parabeln der projektiven Ebene: 

z' (l — iay = 2ic (1 — iay — ^x'^ (1 + a«) + 2ahx' + 2tbx' — bHa + b\ 

Den Punkten a: = a, y^=b, z = c der Ebene entsprechen in der projektiven Ebene 

die Parabeln: 

z' -=2ic + ix''' + a^ — 2ax'. 



Beweis, daß die Gleichungen (3) nur dann reelle Mannigfaltigkeiten 

darstellen können, wenn ^ = ist. 

Bei diesem Beweis benutze ich als Punktkoordinaten der Ebene wieder x und z, aber 

dz 
als Koordinaten der Linienelemente x, z. z\ z' ist also eine Abkürzung für , • Ebenso 

djx 

bedeutet z'* ^j» ^'" ST» ^^^- 
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Die Koordinaten der projektiven Ebene bezeichne ich mit deutschen Buchstaben. 
Die Transformation (2) hat bei dieser Schreibweise die Gleichungen: 



(5) 



X 



«' = 



2 
ii 



und die erweiterten Gleichungen: 



j = x + ie' 



i = 2ie -^.\x' + 2ixB' -]- z'*\ 



jt 



«■(i-a") 



z"' = 



2lV = 



4ij 



nt 






ö — 



§'" = 



1 + «>" 

(l +«■«")' 



■(1-a'T 



,, _ 2tgiv (1 + t-g") + 6g 
' ~ (1 + «>")» 



///S 



Herr Professor Engel hat mich auf einen Satz von Halphen aufmerksam gemacht, 
der durch Differentiation und Elimination leicht verifiziert werden kann: 

Alle Kegelschnitte der Ebene j, j genügen einer Differentialgleichung: 



^l 



8 



= 



Alle Parabeln genügen der Gleichung: 



d*\ 



h 



n 



-* 



= 



oder: 






Fülirt man auf diese Differentialgleichung 4ter Ordnung die erweiterte Transforma- 
tion (5) aus, so erhält man die Differentialgleichung der Schar (3): 

^'"* + 9i>'"»^" — 3eVv (l + ^"«) = 0. 

Eine Kurve der Schar (3) ist dann und nur dann reell, wenn sie dem reellen und dem 
imaginären Teil dieser Gleichung genügt, d. h. wenn sie der Gleichung e"* = Q genügt. 
Eine Ausnahme können nur die Punkte bilden. 
Der Gleichung ^'" = entspricht in der projektiven Ebene die Gleichung j'"=0. 

Also sind in der Tat die Parabeln 

z = — \ax^ ~[- hx '\- c 

außer den Punkten die einzigen reellen Mannigfaltigkeiten der Schar (3). 

Diesen einfachen Beweis hat mir Herr Professor Engel gegeben. Der Satz wurde von 
mir aufgestellt und umständlicher bewiesen. 
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§2. 

Die Kurven, welche den Ellipsen und Hyperbeln der projektiven Ebene entsprechen. 

Um die allgemeinste Gleichung einer Kurve zu erhalten, die einem Kegelschnitt der 
projektiven Ebene entspricht, müßten die Gleichungen (3) noch durch die Gruppe transformiert 
werden, die der eingliedrigen Gruppe rJz^'p' — ^'^g' entspricht. Ich ziehe es aber vor, von 
einer speziellen Ellipse auszugehen und auf diese die Gruppe (1) anzuwenden. Ich wähle dazu 

den imaginären Kreis 

a;'* + ^'*+ 1=0 

x' + z'y' = 0. 
Durch Einführung des Parameters ^ können diese Gleichungen geschrieben werden: 



I 



X = 



y 



z —t 



1 + <1* 

— 2<i 
. 1 — <i* 



Dnrch die Transformation (2) gehen diese letzten Gleichungen über in: 



a; = 



y = 



« = 



it^ 






5 + 



<i 



1-<1* 



it^ 



1 + <i* "^ 1 - <,» 



4\8 



2 (!-<,*) ' (1-^*) 
Setzt man in diesen Gleichungen t^ = —^. < (1 — i), so erhalten sie die Form : 



(6) 



y 



1 + <* 

= K2 |_(<J^<») 

l + 2<» — 2<« — <» 



»^ 



2 (1 + <*)• 

Die letzten Gleichungen stellen also die Kurve dar, die dem imaginären Kreise 
«'• + «'»+1=0 entspricht. 

Dieser Kreis bleibt invariant bei der dreigliedrigen projektiven Gruppe: 

y'e' + a;', y' + y'x'* — x'z\ a^y'z' — «'» — 1 . 

Die projektive Gruppe enthält noch die von diesen und von einander unabhängigen 
5 charakteristischen Funktionen: 

y', —1, x'y', —z', —x', 

die eine 5 gliedrige lineare Gruppe bestimmen und den imaginären Kreis deshalb in sämtliche 
oo*" Ellipsen und Hyperbeln der projektiven Ebene überführen aber nicht in eine Parabel. 
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Dieser 5gliedrigen linearen Gruppe entspricht eine Sgliedrige Untergruppe der Gruppe (1): 

1, X, a;* + ^/^ z — \xy, y. 

Diese Gruppe führt also die Kurve (6) in eine Kurvenschar mit 5 wesentlichen Para- 
metern über, nämlich in die oo^° Kurven, die den Ellipsen und Hyperbeln der projektiven 
Ebene entsprechen. 

Die zweigliedrige Gruppe 

X* H- ^/^ z — \xy 
hat die endlichen Transformationen: 

a?i = Ax + By 

Vi = — Bx -{- Äy 

z^ = (^» j^B^)z — —^^~ AB — xyB\ 

Damit eine wirkliche Transformation der ganzen Ebene vorhanden ist, darf A^ -\- B^ 
nicht Null werden. 

Durch diese Transformationen erhalten die Gleichungen (6) die Form; 

__ t {aY^ + bV^\) — i^ {aV2\ - bY^\) 



a:, = 



1 +^* 



^ t {aY2\ — BV2\) + t' {aV2\ + BVl^l) 
^' 1 + <* 



z, = A^ '^:', , 1 -r-^ + AB 



4 t* 



2 (1 + t') 



(1 + t^y 



+ B^ 



1 —2t*-\-2t^ — t^ 

2(1 + t^y 



Setzt man 



AV2\ + BV2\ = u 

AV2\ — 5^21 = V 

und schreibt statt Xi y^ Zi wieder xy z, so erhält man die Gleichungen : 

ut — vt^ 

'^~ 1 + ^* 

^ xi^{\ + 4^^ — Ig») + 4 Mt; (^* — ^«) 4- t;Vl - 4^ - 
^ "" 8 (1 + i^Y 

Die dreigliedrige Gruppe 1 , a:, — y hat die endlichen Gleichungen : 

a?! = a; — a, y^ = y — fc, g-j = £- — hx — c. 

Bei Anwendung dieser Gruppe erhalten die Gleichungen (7) die Form: 

ut — vt^ 



<«) 



X = 



a 



1 + ^* 

/Q\ I Vt + Ut^ - 

M* (1 + 4^ — f) + 4t/r (<* — <«) + v» (1 — 4<* — <*) 






8 (1 + O* 
Dabei ist statt x^ y^ z^ wieder xy z geschrieben. 

M* + r' ist immer von Null verschieden. Daher läßt sich der Grad der Gleichungen (8) 
nicht durch besondere Wahl der Eonstanten erniedrigen. 
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Resultat: Den Ellipsen und Hyperbeln der projektiven Ebene entspreclien oo *® rationale 
Kurven achten Grades mit den Gleichungen (8). 

Den Parabeln der projektiven Ebene entsprechen im allgemeinen imaginäre Kurven 
sechsten Grades mit den Gleichungen (3). Es gibt aber cx>^ Parabeln, denen Mannigfaltigkeiten 
niedrigeren Grades entsprechen mit den Gleichungen (4). 

Die beiden Schai-en (8) und (3) bilden zusammen eine bei der Gruppe (1) invariante 
Schar von Mannigfaltigkeiten. 



Diskussion der Gleichungen. 

Ich untersuche zunächst die Gleichungen (7). 

dx_ U'- 3vt* — 3ut^ + vt^ 
dt~ (1 + ff 

d^ ^ u« (<» — 3^) + v^ (— 3<» + V) + UV (^ — 6<^ + t^) 
dt~ ' (1 + <*)' 

~ " (l+^*r 

dz vt ~\~ 11 1^ 
In der Tat ist also ^ = ~\_ ^ = y, so daß die Gleichungen wirklich eine Element- 

mannigfaltigkeit darstellen. 



Maxima oder Minima: 

fl* J_ ^* 

1. t = ±oo x = 0, y = 0, B = ^ — 

o 

2. t = x = y = z= — -^ — 

Alle Kurven, für die ?<* + v* denselben Wert hat, haben diese beiden Linienelemente 
gemeinsam. 

3. v + ut^ = 

u 

Wenn v und u gleiche Vorzeichen haben, hat die Kurve nur zwei Maxima oder 
Minima, ebenso wenn m = oder v = ist. 

Wenn v und u verschiedene Vorzeichen haben, hat die Kurve noch 2 andre Maxima 
oder Minima 

,2 



= +\ ar= +1/ — UV w = z = — 
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Ktickkehrpunkte: 

— = ~ = 
dt dt ' 

1. <= 00. Dieser Punkt ist in Wirklichkeit kein Doppelpunkt, sonctent ein Maximum 
oder ein' Mimimum. 



2. V«* — 3u<* — 3f;<»+M — 




t*-a 




va' — 3m«* — Hva + u — 0. 




a) « — 




— äiia* + M — 




3«»+ 1—0 




"' K3 '' VS ^ 


4 


#1.- — /- iiTiH /. QinH im 


ncriTii) 



Die Kurven v = haben 2 reelle Rückkehrpunkte, weil jedem Wert von t nur ein 
bestimmter Wert von y entspricht. 

b) M = 

vt^ — Svt^ = 

t* = gibt das schon untersuchte Maximum oder Minimum. 

/* — 3 = t = + T^ 

Die Kurven tt = haben auch zwei reelle Rückkehrpunkte. 

c) u und V von Null verschieden. 

a» — 3««- — 3a + - = 0. 

V V 



Diese Gleichung hat die drei reellen Wurzeln: 

a, = 2 )/ l + ~l cos i arctg ^ + ^• 



a, = 2^1 + '^ cos i (arctg ? + 2n| + ';J 



<: arctg - <: TT. 



.. = -^iwi 



cos i I arctg ^'^ + 4nj + ^^ 



Wenn v und u gleiche Vorzeichen haben, wird «j positiv, a« negativ, «s positiv; dann 
hat die Kurve also 4 reelle Rückkehrpunkte. 

Wenn v und u un^eiche Vorzeichen haben, wird a, positiv, ag und a^ werden negativ; 
dann hat die KuiTe also nur '2 reelle Rückkehrpunkte. 
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Doppelpunkte. 

Die Kurven haben noch einen Doppelpunkt, der durch die Gleichungen ^ = 0, ^ = 

nicht erhalten wird, weil hier zwei verschiedene Zweige der Kurve zusammentreffen, für die t 
verschiedene Werte hat. • 

Setzt man nämlich a? = 0, so erhält man auÄer t= qo uad t = f&r t die beiden Werte : 



t 



=±y! 



Dann wird x = y=+ Yuv z = 



v* — v} 



% 

Also wenn u oder v Null sind, ist hier kein Doppelpunkt vorhanden. 

Haben m und v gleiche Vorzeichen, so ist d^ Doppelpunkt ein eigentlicher reeller 
Doppelpunkt. 

Haben w und v ungleiche Vorzeichen, so hat die Kurve einen isolierten Punkt. 

Mehr als einen Doppelpunkt kann eine Kurve der Schar (7) nicht haben, was sofort 
gezeigt werden soll. 

Der Schar (7) entsprechen die Kegelschnitte 

aV* + /8V«+ 1=0, 

WO a und ß von Null verschieden sein müssen. 

Diese Gleichung erhält man nämlich, wenn man auf den imaginären Kreis die zwei- 
gliedrige Gruppe x'y', — z' ausübt, die der Gruppe x^-\-y^^ z — \xy entspricht. 

Dabei ist a* = -r-. r^^r^ fi^ = 



{A — i Bf '^ {A^ + &y 

Eine Kurve der Schar (7) hat dann und nur dann einen reellen oder isolierten Doppel- 
punkt, w^enn der entsprechende Kegelschnitt mit einer Parabel, die in einen Punkt tibergeht, 
zwei Linienelemente geraeinsam hat. 

Die Parabeln, die in Punkte übergehen, haben bei vereinfachter Benennung der Kon- 
stanten die Gleichung: o.v u- 7, 

z = ^x -- Zax +0. 

Es ist also zu untersuchen, mit wie vielen dieser Parabeln der Kegelschnitt «"»'* + 
ß^z'^ +1 = zwei Linienelemente gemeinsam hat. 

Die Elimination von z' aus diesen beiden Gleichungen liefert: 

aV« + ß^ (^cr'* — '2ax' + 6)« + 1 = 0. 

Diese Gleichung muß 2 Paar gleiche Wurzeln haben, sie muß also die Form haben: 

Q(x' — xy(x' — f,y = o 

oder Q {x'^ — ^Ix'^ (A + /i.) + x'^ \il(A + (A + (a)^] — 2x' {X + ^t*) i^i* + AV*} = 0. 
Durch Vergleichung der Koeffizienten ergibt sich: 

Q = \ß\ 

Da ß nicht Null ist, folgt 

4a = A + ^. 

«« + 4aM* + hß^ = lß' {2Xfi + 16a«) 
2^' + 26 = A.M. 

9* 
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iabfi' = -i^«. 4a (26 4-^') 



l. a= oder 






2. 6 = 6+^i 



Da a* nicht Null sein kann, mnß a = sein. 



1 ~* 



2& = -,- ., 



a 
1 a* 

Die Gleichungen a = Q und 2 6 = -g — -^ bestinunen für jeden Kegelschnitt 

a ß 

a'a;'* + /ff*e'*4- 1 = gerade eine Parabel, die zweimal berührt wird. Also hat die entsprechende 

Kurve gerade einen reellen oder isolierten Doppelpunkt. 

Eine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn die Gleichung für die Schnittpunkte 4 gleiche 

Wurzeln hat, also wenn X und ^ gleich sind, und zwar beide gleich Null. Denn dann hat 

der Kegelschnitt mit der Parabel nur ein Linienelement gemein. 



.8 j ^a 



Dann muß Aju = 26 + 2 ^ = -j + -rg Null werden. 

ß a ß 

Setzt man in die letzte Gleichung für a^ und ß^ wieder die Werte — . .yc.g und 

rA^~Ä.'m\t ^^"» ^^ ^vird sie 

'^ ^ ^ = {A — iBy + (A + iBy 

= 4« — B\ 

Entweder muß A — B oder A-\- B verschwinden. 

In der Tat zeigt sicli also, daß die Kurven w = imd v = keinen Doppelpunkt 
haben, während alle andern Kurven der Schar (7) gerade einen Doppelpunkt haben. 



Wendepunkte. 
dy v + ^xit^—'6vt^ — nf 



= 0. 



dt (1 + t^y 

Da der Fall ^ = oo keinen Wendepunkt liefert, bleibt nur übrig : 

iit'^-\- Hvt^ — Htit^ - V = 0. 

* a) V = 

uf—Sut* = 

jf« = (Maximum oder Minimum) 

w^*_3w = 

, t=:+ iTä j. 

Die Kurven v = haben zwei reelle W^endepunkte. 

b) u = 

3^^—1=0 t= + 



Die Kurven n = haben auch zwei reelle Wendepunkte. 
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c) M und V von Null verschieden. 



II u 

«» + 3!^a«_3« — - == 0. 
u u 

Diese Gleichung hat die drei reellen Wurzeln: 



«» = *^ V^ + S <^°« i ^^""^ (- tl - u 



«, = 2\1 + ^1 cos i larctg (- ") + 2n^ - 



V 

vi J u 



«3 = 2]/^ 1 + ^I COS 4 jarctg (- ^-) + 4n} - ^. 

^ arctg |- *^) <: n. 

Haben u und v gleiche Vorzeichen, so wird «i positiv und a^ und as werden negativ ; 
dann hat die Kurve also 2 reelle Wendepunkte. 

Haben 11 und v verschiedene Vorzeichen, so wird ai positiv, «2 negativ, a» positiv; 
dann hat die Kurve 4 reelle Wendepunkte. 

In der Schar (7) kommen also 2 verschiedene Typen von Kurven vor. 

tt 

1. - >* 0, M und V von Null verschieden. 

V 

Die Kurven haben einen eigentlichen reellen Doppelpunkt, 4 reelle Kückkehrpunkte, 

2 reelle Wendepunkte und 2 reelle Maxima oder Minima. 

zt 
Wenn - = 1 ist, fallen die Wendepunkte in den Doppelpunkt hinein. 

2. - -< 0, w und V von Null verschieden. 

V 

Die Kurven haben einen isolierten Punkt, 2 reelle Rückkehrpunkte, 4 reelle Wende- 
punkte und 4 reelle Maxima oder Minima. 

u 
Wenn - = — 1 ist, fallen zwei Maxima oder Minima in die Rückkehrpunkte hinein. 

8. Gewissermaßen als Ubergangsformen zwischen diesen beiden Typen sind die Kurven 
11 = und v = anzusehen. Sie haben 2 reelle Rückkehrpunkte, 2 reelle Wendepunkte und 
zwei reelle Maxima oder Minima. 



Die Schar (8) entsteht aus der Schar (7) durch lineare Transfonnationen. Sie hat 
also dieselben Typen von Kurven. Die Singularitäten bleiben ungeändert. Nur Maxima oder 
Minima können verschwinden oder neu auftreten. 



u 



Beispiele: 

1. Die Kurve w=l, v=l. (Figur 1.) 

Sie erhält durch Elimination von t die Gleichungen 



xy 



8 



y* — x^ 




Figur 1. 

Der Doppßlpüukt hat die Koordinaten x = 0, y=^±l, £^ = 0. 
Die Rückkehrpunkte sind: 



x, = + lV2 
oc^ = — \V2\ 

^ = + lV^^\ 
x, = -iV2\ 



2/1 = + i K'6 
y, = -iK6 

^4 = + i K6 



^1 = + A K3 
^3 = - 1^ V~^ 



Die beiden Wendepunkte haben die Koordinaten: 

Xi=0 gl -^A) y, = + l 
iC2 = Z2 ^^- y^ = — 1. 

Sie fallen also in den Doppelpunkt hinein. 

Ein Minimum hat die Kurve an der Stelle x — 0, y -^ 0. z 
an der Stelle a? = ü, t/ ^- 0, ^ ^ — J. 

Sie verläuft zur a?-Achse und zur -^-Achse symmetiisch. 



+ J und ein Maximum 



•2. M = 1, t; 



1. (Figur 2.) 



Die Kurve hat die Gleichungen: 

{x' + y'y-x' + y' = 



xy' 



,2 



y — x' 

Der isolierte Punkt hat die Koordinaten x =^ 0, ?/ 



= -\' i, z ^^ 0. 



— 1 







Fignr 2. 

Die beiden Räckkehrpunkte sind a^= + l, ?==0. y 
und die Aier Wendepunkte: 



a:. =^ + i Kf! 
a^s. = — i K<i 
Xs = + i 1^« 



y. = + i 1/2 ' 
2/2 == - i K2 1 
y, = - i K2 ! 



0; 



^. = - ,\j 1/ä' 

^» = - h l^^i 
^3 = + t\ K3i 

*4 = + iV V'^- 



y'== + iV"2| 

Die Kurve hat ein Maximum « = 0, 2/ = 0, «;= + J und ein Minimum a; = 0, y = 0, 
z ^ — \. Die beiden andern Maxima oder Minima fallen in die Rttckkehrpunkte hinein. 
Die Kurve verläuft ebenfalls symmetrisch zu den Achsen. 



3. « = 0, v = Y2\ (Figur 3). 

Die Kurve hat die Gleichungen: 

{x* + y*)* — 'ixy --= 

•4a;'</* -|- ic* - - y* 
z --•■ - -- .... 

%xy 




Figur 3. 
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Sie hat zwei RUckkehi-punkte mit den Koordinaten: 



X, iKelTä, 


y, + \ Vi Y'A 


^1 = A- 


x^ — — \V& 1^3 ■, 


y,--iK-2!l^ii' 


e% — h- 


und zwei Wendepunkte: 






a;i- + iV^'T3i 


yr-^\Y6n 


^1 — ^^t 


x^— i K2 1 F3 


y,--\V&rz\ 


*« IV- 



Die beiden andern ausgezeichneten Punkte sind Minima. Eigentlich fallen in den 
einen noch 2 Wendepunkte hinein und in den andern ein Doppelpunkt und 2 Rtickkehrponkte. 
Ihre Koordinaten sind: 

Die Kurve ist nur zur £^- Achse symmetrisch. 



4. u = yT|, v = (Figur 3 umgekehrt). 

Die Kurve hat die Gleichungen: 

(ä:* + y^y + 2a:y = 

g = ^a? V + g * — y* 
8a;y 

Sie hat genau dieselbe Gestalt wie die vorige, nur ist sie an der a;- Achse gespiegelt 
oder um 180° herumgedreht. 

Ihre Rückkehrpunkte sind: 



a-iK6|ir3l yi = -iK2|r3 



^1 — — fir 



a^=-iK6!ir3| y, = + iVT|ir3i ^, = -i^ij 

und die Wendepunkte: 

^1 = + iK2i iTäi yi =--- J V^i 1^3! z,=--^ 

x^ = — \Y2\ 1^3] y, = + i K6 1 ITSI ^« = — 1^- 

Die beiden andern ausgezeichneten Punkte sind hier Maxima. Sie haben wieder die 
Koordinaten : 

Die Kurve ist ebenfalls nur zur £:- Achse symmetrisch. 



5. u = l {VS - l) t; = i (K3 1 + l) (Figur 4). 

Diese Kurve zeigt die Gestalt der allgemeinsten Kurve der Schar (7), wenn n und v 
gleiche Vorzeichen haben. 

Der eigentliche Doppelpunkt hat die Koordinaten: 

a; = y = ±^y2\= ±0,7071 ;? = — ^ V^| = — 0,2 1 65. 
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Die Rückkehrpunkte sind: 



Fi^r 4. 



Xi — -\- 0,6719 J/i — + 0,5638 


«1 — + 0,3490 


a^ — — 0,67 1 9 y, — — 0,5638 


et— + 0,3490 


X3 — + 0,07236 y, — 0,4104 


0j — — 0,2610 


Xi — 0,07236 2/4 — + 0,4104 


«4— 0,2610 


Die beiden Wendepunkte sind: 




xx — + 0,3316 2/1 — + 0,9110 


«1 — + 0,06546 


Xt— 0,3316 y, — 0,9110 


£r, — + 0,06546 


Die Kurve hat ein Minimum im Punkte 




X y z 
und ein Maximum im Punkte 


+ i 


X y e 


-i. 


Sie ist zur 2:- Achse symmetrisch. 





6) w = i(l-V^|) t; = i(l+-K3|) (Figur 5). 

Diese Kurve zeigt die allgemeinste Gestalt der Kurven der Schar (7), wenn u und v 
ungleiche Vorzeichen haben. 

Der isolierte Punkt hat die Koordinaten: 

x = 0, y = ±y — \\ z = l y"3| = + 0,2165. 



Die beiden Eückkehrpunkte sind: 

x^ = + 0,91 10 ^1 = — 0,3316 
x^ = — 0,91 10 2/2 = + 0,3316 
Die vier Wendepunkte haben die Koordinaten: 
Xi = + 0,5622 yi = — 0,6662 

2^2 = + 0,6662 
2/3 = + 0,07236 
i/4 = — 0,07236 



Xa = — 0,5622 
x^ = +0,4105 
Xi = —0,4105 



^1 == — 0,2366 
Z2 = — 0,2366. 

^1 = — 0,02772 
^2 = — 0,02772 
2^3 = — 0,2313 
2:4= -0,2313. 
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Figur 5. 

Die Kurve hat ein Minimum: x =^ 0, y = 0, z = — J und drei Maxima 

^i = 0, yi = 0, gi = + J. 

x, = +V\\ = -\- 0,7071 y, = z, = - 
a;3 = -Ki! = -0,7071 ^8 = z^ = - 
Sie ist symmetrisch zur £^-Achse. 



0,2165 
0,2165. 



Alle sechs hier angeführten Kurven haben die beiden Linienelemente a;=0 y=0 z=^±_\ 
gemeinsam, weil für alle sechs u* + v* den Wert + 2 hat. Bei einigen der Kurven sind dies 
Maxima, bei andern Minima oder auch das eine ein Maximum, das andere ein Minimum. 



Weil bei den Kurven der Schar (8) keine andern Singularitäten auftreten, habe ich 
von ihnen keine Zeichnungen angefertigt. 



§ 3. 
Reelle Kegelschnitte, denen reelle Mannigfaltigkeiten entsprechen. 

Ich benutze jetzt wieder a;, z als Punktkoordinaten und setze -,- = z' — , = z" usw. 

Die Koordinaten der projektiven Ebene bezeichne ich mit deutschen Buchstaben. 
Nach dem oben angeführten Satz von Halphen haben alle Kegelschnitte die Differential 
gleichung : 



dt 



= 0. 



Durch dreimalige Integration erhält man daraus: 

8"~* = a + 6f + cf». 
Für reelle Kegelschnitte müssen die drei Parameter a, 6, c reell sein. 
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Die erweiterte Berührungstransfonnatioii (5) S. 6 führt diese Gleichung über in 
folgende: /__ i _. i^'^_« / \» 

( lYiyf ) =(^ + K^ + iO+c(a:«-i?'» + 2ixO). 

Damit einem reellen Kegelschnitt eine reelle Kurve entspricht, muß in dieser DifPerential- 
gleichung der reelle und der imaginäre Teil verschwinden. 
Zur Abkürzung bezeichne ich 

a -\- bx -^ c{x^ — £?'*) mit Ä 

und hz' + 2cxg' mit B. 

Dann zerfällt diese Gleichung in die beiden: 

(1 + ^"«)« - ^ ^^^ 

4^" (l — ^"""i 
(l+^"t)8 — ^^i^ — ^. 

Transfoimiert man diese beiden Gleichungen in die projektive Ebene zurück, so 
erhält man zwei Gleichungen für reelle Kegelschnitte, denen reelle Kurven entsprechen: 

1 -I- ^"* 



2z 
1 — z"^ 



2 z 



Ift 



= 3a«» + 8». 



Wenn man diese Gleichungen addiert und subtrahiert und die dritten Wurzeln zieht, 

erhält man: __« 

i" *=a + fcj + cE» 

Multipliziert man die letzten Gleichungen, so erhält man 

l=(a4-6j + cs»)(a-6i'+cj'») 
und Differentiation nach % liefert: 

= (a + 6y + cf) (-6 j" + 2ca'}'0 + (^^ - H' + cj'*) («^ + ^^^lO 
oder: i i t 

& und c dürfen hier nicht beide Null werden. 

6 + 2CE 
— 1/ — rir I » = — * + 2cj'. 

Daraus erhält man durch Integration: 

+ Ka + &j + cj«| = -6? + 2ca - 2a. 
a muß eine reelle Konstante sein. 

3* 



- 20 — 



Die Gleichung 1 = (o + 6 j + cj*) (a — 6 j' + c j'*) wird, wenn man für j' den Wert 
einsetzt: 

1 - (a + 6 J + cf) (« - ^) + :^ (ft* + *6cj + 4c»j»). 
Diese Identität zerfällt in die drei Bedingungen: 



^=''(«-rc+^)- 



Entweder ist c = 6 = a*=l, dann sind die Kegelschnitte Parabeln (diese 
sollen später untersucht werden) oder c ^ 

a= 1. 

4c 

Die Kegelschnitte sind entweder Ellipsen oder Hyperbeln und haben die Gleichungen : 



(9) 



*-i-c^-^M*'-^^) -1(^ + 4)=^- 



Alle reellen Ellipsen oder Hyperbeln, denen reelle Kurven entsprechen, sind sicher in 
der Schar (9) enthalten. Aber nicht allen Kurven der Schar (9) entsprechen reelle Kurven. 
Dazu ist noch eine Bedingung zu erfüllen. 

Durch Elimination von 3 erhält man nämlich aus den Gleichungen der Schar (9): 

H^+rj'-H^4;(«'-.^)'+:.(.'-ö"-«- 

Transformiert man diese Gleichung, so erhält man: 

(10) f (?»-O-(p* + O' = 0. 

Dabei setze ich p = o? + ^r und -^—^ = L 

Transformiert man die erste Gleichung der Schar (9), so erhält man eine imaginäre 
Gleichung, die in die beiden reellen zerfällt: 

- {2z - z'q) ^ + (/ - k' - i^'") ^' - ; ^' = ^^' 

1/ 
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Multipliziert man die erste mit — q, die zweite mit z' und addiert, so erhält man: 

in* + n A - He* + ^'*)* + ^(?* -«'•)= 

oder mit Berücksichtigung von (10) 

^ — 8c* c 

Setzt man nun für - den Wert ^ in die Gleichungen (9) ein, so erhält man mit 

Ausnahme der Parabeln alle reellen Kegelschnitte, denen reelle Kurven entsprechen. Sie 

1 h 

werden nur dann reell, wenn c positiv ist. Ich setze daher - = jB* und — = a. 

c 2c 

Die Kegelschnitte haben dann die Gleichung: 

(11) (i-ai-la*y — B^{i + ay-^B'=0. 
Es sind Hyperbeln. 

Sie entstehen aus dem imaginären Kreis j* + J* + 1 = durch die Transformation : 

^ ~ +iB' 

Die ihnen entsprechenden Kurven müssen also durch die entsprechenden Trans- 
formationen : 

a; = — jc^ z^' = — Bx 



B 



Xt = Bz^ — a 



aus der Kurve (6) S. 7 entstehen. 

Den Kegelschnitten (11) entsprechen also die reellen Kurven: 

BV2(t^t^) 



(12) 



1 + <* 

^ i B«(l — 2^' + 2^^ — <«) 

^ ~ 2 (1 + fy 
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Eine reelle Mannigfaltigkeit, die einer Parabel entspricht, ist entweder ein Punkt 
oder eine Mannigfaltigkeit der Schar ^ = i ««* -\- bx -\- c (a, b, c reell). 

Dieser Schar entsprechen die Parabeln: 

Damit sie reell sind, ist nötig, daß a = 0, b ^ 0, c = 0. 
Die Parabel heißt dann: 

Die ihr entsprechende Mannigfaltigkeit ist 

z' = £r = 0, die a;- Achse. 

Den Punkten x = a, z = c der Ebene entsprechen die Parabeln : 

g =2ic + ij« + a* — 2aE 

i'=E-2a. 

Reellen Punkten (a und c reell) entsprechen dann und nur dann reelle Parabeln, 
wenn c = ist. 

Den reellen Punkten x = a z = der a?- Achse entsprechen die reellen Parabeln : 

i =iE* + «*— 2aE 

Resultat: 

Die einzigen reellen Kegelschnitte der projektiven Ebene, denen reelle Mannigfaltig- 
keiten entsprechen, sind die oo* Hyperbeln: 



-B« (? + «)'+ (i-ai[-^)' + B'=0, 



femer die oo^ Parabeln g — iE* + 2aj — a* = 0, endlich die Parabel g + iE* = 0. 
Den 00* Hyperbeln entsprechen die reellen Kurven: 

^ — . 1 + ^ ^• 

_ jB'(1 —2t^ + 2(^ — t^) 

^ ~ 2 (1 + t^y 



1 + ^* 

Den Parabeln g — \i^ -\- 2ai — a^ = entsprechen die Punkte der a;- Achse: 

X = Qj z = 0. 

Der Parabel g + iJ* = entspricht die a;- Achse: 

z = Q, 

Diese Parabel ist die einzige reelle Mannigfaltigkeit der projektiven Ebene, deren 
sämtlichen reellen Elementen wieder reelle Elemente entsprechen; in der anderen Ebene ist 
die a:-Achse die einzige Mannigfaltigkeit mit dieser Eigenschaft. 
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Die oo' reellen Hyperbeln berühren diese Parabel in 2 reellen Elementen. Sie haben 
also 2 reelle Elemente, denen wieder reelle Elemente entsprechen. Bei den ihnen ent- 
sprechenden Kurven sind dies die beiden Rückkehrelemente. 

Die 00* reellen Parabeln g — iE* + 2aj — a* = berühren die Parabel g + iE* = 
je in einem endlichen reellen Element und in einem allen gemeinsamen unendlich fernen Element. 

Dem endlichen Element entspricht das reelle Element : a? = a, z = 0, y = 0. 

Dem unendlich fernen gemeinsamen Element der ganzen Schar läßt sich aber kein 
gemeinsames Element der entsprechenden Schar gegenüberstellen. Denn die Punkte der a;- Achse 
haben kein im Endlichen liegendes gemeinsames Element. 



Kapitel H. 

Die geraden Linien des dreidimensionalen projektiven Raumes nnd die ihnen 

entsprechenden Mannigfaltigkeiten. 

Im dreidimensionalen Kaum benutze ich x, y, z als Punktkoordinaten und x^ y^ z^ p, q 
als Koordinaten eines Flächenelements. 

Für unendlich benachbarte Elemente eines .Elementvereins besteht dann die Gleichung : 

dz — pdx — qdy = 0. 

Als Koordinaten des projektiven Raumes nehme ich wieder die gestrichenen Buchstaben. 

Die Transformation, die auf die projektive Gruppe ausgeübt werden muß, hat im 
Raum die Form: 

x'+p' 



x== 



X — p 



(13) 



l-'- 



2 



P 



Q = 



2i 



~ 2t "^ sn -f y" — 2y'q' — q'* ( 



(13.) K-"+'^ 

\y =y^-^< 



2iz- j - 



X* + 2ipx +JP* y 
+ y« -f 2iqy -f q^i 



2 ^ 2i 

oder nach x' y' z' p' q' aufgelöst: 

X -\- ip J»' = — X -\- ip 

z^ - 
9 Q' = —y + i2 

Wenn man zur Abkürzung schreibt: 

8 = x' + y'+p^ + q^ 

Z = z— \(px + qy\ 

geht die projektive Gruppe durch diese Transformation über in die Gruppe mit den charak- 
teristischen Funktionen: 



(14) 



1, «. y, Pf Q, «* + !»*, «y + p«, y* + «*, «a — yp, z 

AxZ-\-pS, iyZ-\-q8, 4pZ—xS, iqZ—yS, 16Z* -\- 8*. 



— 24 — 

Den Punkten und Ebenen des projektiven Raumes entsprechen bei dieser Gruppe die 
beiden invarianten konjugiert imaginären Scharen von Mannigfaltigkeiten: 

Ich will nun untersuchen, welche Mannigfaltigkeiten den geraden Linien des projek- 
tiven Raumes entsprechen. 

Eine beliebige gerade Linie hat als Verein betrachtet die Gleichungen: 

[ x' ~ a jf' — b ^' — c 

(15) ""^ "" "T' - T~ 

Durch die Transformation (13a) geht sie in die Mannigfaltigkeit über: 

J ä;' + JP* + 2ipx \ 

/i£»\ iX + ip — a p + iq — b 2iz ■ c — i\ + y* '\- q* -\- 2iqy i 
(Ib) ^ -= / - = y — 

{—x-^ip)a + {—y + iq)ß — r = 0. 

Die Gleichungen, die e nicht enthalten, lassen sich nach p und q auflösen, wenn 
«* + /** von Null verschieden ist, was bei einer reellen Geraden darauf hinauskommt, daß sie 
nicht parallel zur 2:^ -Achse ist. 

Wenn man die Werte von p und q in eine der Gleichungen einsetzt, in der b vorkommt, 
erhält diese Gleichung die Form: 

n 7^ (a^ + ^*) (2iz- c) = K ^"' ~ ^') + ^' ^^"- "') + ^"^^"^ + ^^"^ ^'^^'~ ^^^ + "^) +1 

^lijK -Tfln ) ^ j^2y{ba'-aaß^ßr)-aaY-bßr + \Y'-\{aß-bay\ 

Den Geraden (15) des projektiven Raumes entsprechen also die imaginären Flächen 
zweiten Grades (17). Dabei sind aber ge^^isse Geraden verloren gegangen. Die ihnen ent- 
sprechenden Mannigfaltigkeiten sind in den Elementkoordinaten a?, y, z^ jp, q nicht darstellbar, 
sollen daher hier nicht weiter berücksichtigt werden. 

Die Gleichungen (16) stellen eine bei der Gruppe (14) invariante Schar von 00* Mannig- 
faltigkeiten dar. Ich will nun untersuchen, ob in dieser Schar reelle Flächen enthalten sind. 

Ich trenne deshalb das Reelle vom Imaginären. 

Die erste Gleichung wird dabei: 

{ßix — ßtP — Ol A + <hßt) + i {ß%x ■\- ß^p — (hßi - (hßi) = 
= {cciy — a^q — «ifci + ajia) + « («»y + «iS — ^i«« ^ ^2^1) 
und die letzte wird: 

(— aiX — UfP — ßiy — ß^q — n) + i («il? — a^x + ßA — ßtV — Y^) = 0. 

Wenn die Fläche ein reelles Element enthält, so müssen für die Koordinaten dieses 
Elements die reellen und imaginären Bestandteile der Gleichungen für sich verschwinden. 
Dann müssen also die 4 Gleichungen bestehen: 

ßiX — aiy — ß^-\-atq = — aA + (hßi + «2&a — (hßt- 

— aiX — ß^y — a^ — ßiq = Yi' 

— a^x — ß^y -\- aip-\- ß^q = Yi- 
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t)ie Determinante dieser 4 Gleichungen ist: 

Sie verschwindet also nur dann, wenn ai = /8i = «g = A = ist. Die Geraden, für 
die a und ß beide Null sind, sollten ja aber von dieser Untersuchung ausgeschlossen bleiben. 

Die Gleichungen ( 1 8) sind also nach x y p q auflösbar : 



X = 



y 



P = 



1 



i 



l 



«1 



g I ^ 2 I ^ 2 jT J^ \ ^ (^1 * + ^»*) ~" *i («1 A + «2Ä) + h (ciißi — «1^2) —aiyi — a^Yt ' 



1 



«1 + «2 + Ai i" P2 » ) 

1 ] &i (ai/»2 — ^«2) + «2 (A' + A^) — 62 («1^1 + a^ß^) + ai^a — ag/'i [• 



«1* + «2* + ßi' + /«, 
1 



2 



\ «1 (^«2 — «1 A) — «2 (ai^i + «2^) + ^2 («1* + «2*) + Ar2 — ßtYl • 



( 



• «I* + «2* + ß.' + A* l 

Diejenige der GMchungen (16), die z enthält, kann geschrieben werden: 
{a;+ii? — (oi +«a2)[^^-q7^.~ = i|22' — i?a?--gy~C2| — \ |a;^ + p* + t/* + g^} — Ci. 
Die Fläche enthält nur dann ein reelles Element, wenn auch z reell wird. Dann 



muß in dieser Gleichung der reelle Teil verschwinden. 
1 



I (^ — %) («1 n + «2^2) — (jp — «2) («1 /2 — «2^1) [ + i I ^^ + p^ + y* + g^ 



— Ci. 



(19)-2c,= 



1 

«lH«2' + A' + /«2 



2 



2 I 2 

«l + «2 

Setzt man hier für r», y, 2?, g die obigen Werte ein, so erhält diese Bedingung 
^^^ ^^™^ { («1^ + a2*) (A^ + ß.') + («^1^ + &2') («1^ + «2*) - 

— 2 («161 + a2 62) («lA + «2^) — '-^ («1^2 — Ö2^l) 

(«1/^2 — «2 A) — *^«i («1^1 + «2^2) + 202 (air2 — 02^1) — 

l — 26i (An + ^^2) + 262 {ßxYt — ßtYi) 

Diese Gleichung (19) ist also die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
die Fläche, die einer Geraden entspricht, ein reelles Flächenelement enthält. 

Sicher enthält die Fläche nur ein einziges reelles Element, denn für z ergibt sich jetzt 
auch ein ganz bestimmter Wert. 

Da die Bedingung (19) nur eine Gleichung enthält, gibt es unter den 00^ Geraden 
00', denen eine Fläche mit einem einzigen reellen Element entspricht. Die den übrigen 
Geraden entsprechenden Flächen haben gar kein reelles Element. 

Die Schar der 00^ Flächen mit einem reellen Element ist natürlich bei der Gruppe (14) 
invariant, wenn man diese als reelle Gruppe ansieht. 

Beispiel: 
Als Beispiel wähle ich eine Gerade mit möglichst einfachen Konstanten: 

ai=i «2 = ß, = \ A = Yi = \V^\ Y2 = 

ai = 02 = 61 = 62 = C2 = 0. 

Den Wert von q lasse ich beliebig. 



— 'IH ■-- 

Die Bedingung (19) lautet jetzt: 

-2ci = 2(-i) 

Die Gerade hat die Gleichungen: 

x' y' e' — Ci 



I 






oder : . , 

P' +g' — V"2| = 0. 

Die letzten Gleichungen gehen bei der Transformation (13) über in: 

x-\-ip=.y-\- iq 

y+ y*+ ^tqy + q^ ( 

— x-\- ip — y -\- iq — Y^ I = 0. 
Daher bestehen für reelle Elemente die Gleichungen: 

x = y = —\Y^l\. p = 0, g = 0, z = 

- i {^' + P' + y' + ?'} = q + rc 1/Tj 

-Hi + i) = ^i-i 

Also enthält die entsprechende Fläche wirklich dann und nur dann ein reelles Element, 
wenn Cj entsprechend der Bedingung (19) den Wert \ hat. 



Ich will nun untersuchen, was die Bedingung (19) geometrisch bedeutet. 
Die sämtlichen reellen Flächenelemente des projektiven Raumes, denen reelle Elemente 
entsprechen, haben die Form: 



x^-\- 2ipx +i?* + 
-\- y* -\- 2iqy -{- q^ 



x'=x + ip, y'=y-\-iq, ^f_^' 1 

p'=—xi-tp, q'=—y-\- tq, 

wo x'j y'j e% p', q'j x, y, z, p, q reell sind. 

Daher müssen die Gleichungen bestehen: 

p = 0, g = 0, z = 0. 
Dann wird: 

x'= X = u p' = — u , , / o . •. / 

z'=-\ (h* + v^) (m, V reell). 

y' =y = V q = — V 

Durch Elimination von n und v ergibt sich: 

(20) {p' = -x' 
3' = -y'. 



I 
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Alle reellen Elemente des projektiven Raumes, denen reelle Elemente entsprechen, 
liegen auf einem elliptischen Paraboloid z' -\- ^x'^-{- ^y'^= 0. 

Ihm entspricht die Ebene z = 0, p = 0, q = 0. Umgekehrt entspricht jedem reellen 
Element des Paraboloids ein reelles Element der Ebene p = 0, q = 0, z = 0. 

Wenn also eine gerade Linie mit dem Paraboloid (20) ein reelles Element gemeinsam 
hat, so hat die ihr entsprechende Fläche sicher ein reelles Element. 

Das Paraboloid (20) enthält das reelle Element: 

(21) x' = y' = z' = p' = 3' = 
und durch dies Element geht die Gerade: 

(22) a;' = 0, 2/' = — 2s, z' = 0, p' = —2t, g' = 

(wo s und t variable Parameter sind, durch die die einzelnen Elemente der Geraden bestimmt 
werden). 

Dem Flächenelement (2i) entspricht das reelle Element: 

(23) x = 0, y = 0, z = 0, p = 0, q = 

und der Geraden (22) die Fläche: 



(24) x=t, y = —s, p = it, q = 18, z = ^. (s^ — t^. 



2i 
Das Flächenelement (21) ist invariant bei den 10 eingliedrigen projektiven Gruppen: 

xy p -r y Q. — y^> xzp-Yyzq— z^^ 

wird also nur von den von diesen und von einander unabhängigen eingliedrigen Gruppen: 

(26) v'+x\ g + y', p'-x\ i-y\ -1 

und den von ihnen linear ableitbaren in andere Elemente übergeführt. - 

Ebenso ist natürlich das Flächenelement (23) invariant bei allen eingliedrigen Gruppen, 
die den Gruppen (25) entsprechen und wird in alle Flächenelemente des Raumes übergeführt 
durch die Gruppen, die den Gruppen (26) entsprechen und den aus ihnen linear ableitbaren. 

Den Gruppen (26) entsprechen die Gruppen: 

V, g, «^, «y, \i' 
In reelle Elemente wird das Element (23) also nur durch die Gruppen: 

C»P + er? + Ax + ^y + V 
tibergeführt, wo ^, er, Jl, /*, v reell sind. 

Diesen Gruppen entsprechen im projektiven Raum: 

^ (Z/ + x') + (T(g' + y') + U (x' -p') + ^i {y' - q') + 2ir. 

Bei diesen Gruppen werden die (»^Geraden, die durch das Flächenelement a;' = 
y' = z^ = p' =0 g' = gehen, in alle Geraden übergeführt, denen Flächen mit einem 
reellen Element entsprechen. 

Die reellen Geraden, die durch das Element gehen, werden dabei durch die reellen 
Gruppen 

^(/+^') + cr((Z'+2/') 

wieder in reelle Geraden übergeführt und die imaginären in imaginäre. 

4* 
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Bei diesen (inippen ist die Fläche j' — ^ (j:'* -:- y'-) = o invariant. Daher werden bei 
diesen (Gruppen die (jeraden des Elements in solche (leraden übergeführt, die dies Paraboloid 
berühren. Daraus folgl: Allen reellen (ieraden, die das Paraboloid z* -^ ^Jt-'* + y'* = be- 
rühren, entsprechen Flächen mit einem reellen Element, 

Tm zu untersuchen, ob es noch andre reelle Gerade gibt, denen Flächen mit reellem 
f]lement entsprechen, transfonniere ich die Gerade 

x' = 0. z' - 0, g' = y' = — 25, 1?' = - 2< 
so, daß das Flächenelement a:' = y' ^^ z' ^ p' = 7' :-= invariant bleibt ; z. B. durch 
die Gruppe y'j/ mit den endlichen Gleichuno:en : 

x\=x' -\- y' (a, ^ ia^) y[ = y' l?; - p' 

q[ =q' —p' (a, -^ ia^) z[=z\ 

Alle Geraden, die dui'ch das Element gehen, sind demnach durch die Gleichungen 

dargestellt: ^ , . . / ^ , ix 

(26) i/ - - '2i 3' = 2t {a, + ia,) 

I («1, «s reell, t und s beliebig komplex). 

Die imaginären Geraden von (2()) könnten eventuell diu-ch eine Gruppe mit der 
charakteristischen Funktion Xi{x' — p') -^ pi^y' — q')-^v.2i in eine reelle Gerade über- 
geführt werden, auch wenn A, /u, v reell sind. 

Die drei Gruppen t(x' — p') iiy' — ^'), 2i haben die endlichen Gleichungen 

x[=x' -f ia y[=y' + ib 

P[ = P' -r i(i q[^q' -r ib 
z[—z'^- tax' -r iby' -f- 2ic — ^a^ — ^fe* 

(a. ft, c reell). 
Durch diese lYansfonnation entsteht aus (2^>) die Geradenschar: 
( x' = — 28 («1 + ia^) -f ia, y' = — -« -i- ib 
(27) p' -- - 2< + ia q' ----- '2t (a^ + ia^) + «&• 

y z' = — 2ias («1 : iag) — 2ih8 -f 2ir — \a^ - p*. 

Wenn a, ?;, r, a* von Null vei*schieden sind, haben die Geraden (27) im allgemeinen 
kein reelles Element. Sie können aber ein einziges reelles Element haben. Denn aus den 
ersten 4 Gleichungen folgt, daß x' y' p' q' dann und nur dann reell werden, wenn 

Ob dann auch z' reell wird, hängt vom Wert von c ab. 

Wenn a, h, c und a^ sämtlich Null sind, haben die Geraden (27) dagegen für reelle 
Werte von t und .«? 00* reelle Elemente, sind also reelle Geraden. 

Dann berühren aber die (jeraden das Paraboloid ^' + ^ (x'*+ y'*) = 0. 

Resultat: 

Keellen (Geraden entspiechen dann und nur dann Flächen mit einem reellen Element, 
wenn sie das Paraboloid z' f l j:'*-^- i y'*=^ berühren. 



(29) 
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Die sämtlichen imaginären Geraden, denen Flächen mit einem reellen Element ent- 
sprechen, erhält man, wenn man auf die Schar (27) noch die Gruppen: 

X' + p', y' + q' 
mit den endlichen Gleichungen: 

a:j = .' + n p[=p'-u ,, = ,,_ ,,,_,^,_ ^ (,. + ,.) 

ausübt. 

Die oo^ Graden erhalten dann die Gleichungen: 

j a?' = — 2« (ai + ia^ + ia + w, y' = — 28 -\- ih -{- v 
(28);i?' = — 2^ + ia - u, q' = 2t («i + ia^) + ih — v. 

z^ = {—2ia8(ai+ia2) — 2ibs-\-2ic-\-2ti8(ai'\-iai) — iau-^2vs— ibv — ^(u^-\-v^-\-a^-{-b^)}, 

Ihnen entsprechen die c» ^ Flächen : 
X = t — s (ai-^ Atta) + M, y = — s — t (ai + ia^ + v 
p =zit-\. 18 (ofi -f- iaf) + «, q== is — t7 (oi + ^'«g) + 6 

^ = ]2".(^*~~^*)(^"l"«i*~'*a' + 2«*aia2) + a^ — 6s — as («i+iag) — 6^ (ai+«a2) + 4 

wo s und < variable Parameter sind, die die einzelnen Elemente bestimmen. 

Sie haben das reelle Element: 

X ^= Uj y = V, p = a, q = h, e = c 
für die Werte t = s = 0. 

Diesen reellen Elementen entsprechen im projektiven Raum die Elemente: 

• . , . ., z' = {2ic — i(u^ + v*+a^ + b^)—tau — tbv}' 

p= — u -\- ta, q = —v+ tb 

Durch Elimination von a und b erhält man die Flächen, die den reellen Punkten des 
Raumes entsprechen: 

(HO) / ^' = ^'^ + i ^" -\-iy''- 2^'w - 2y'v + M* + v« 
W^^^' j / = x'-2?t, g' = y' — 2t;. 

Die reellen Flächenelemente des Raumes xy z lassen sich natürlich auch so zusammen- 
fassen, daß sie die reellen Ebenen bilden: 

X = II y ^ V , , 

z = au -\' bv -f- Ci. 
p = a q=b 

Diesen Elementen entsprechen im projektiven Raum die Elemente: 
x' := u -i- ia y^ = V 4- ib 

p = — u -f- ta q = — V -f- to 

Eliminiert man jetzt u und v, so erhält man die reellen Ebenen des Raumes x y z\ 

z = ax -[- by -\- Ci 

p = a, q=^b 
und die ihnen entsprechenden Flächen: 

'^^^ I p' -_=—x' ^2ia, q' ^-—y' + 2ih. 
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Ein reelles Element des Baumes x y g liegt immer auf einem einzigen reellen Punkt 
nnd anf einer einzigen reellen Ebene. Das ihm entsprechende Element liegt also auf einer 
Fläche (SO) und auf einer Fläche (31). 

Jeder reelle Punkt hat aber mit oo* reellen Ebenen ein reelles Element gemeinsam. 
Also wrd jede Fläche (30) von oo* Flächen (31) berührt. Ebenso wird jede Fläche (31) 
von 00 • Flächen (30) berührt. 

Die Tangenten der Flächen (30) in den Punkten, in denen sie von den Flächen (31) 
berührt werden, sind diejenigen Geraden, denen Flächen mit einem reellen Flädienelement 
entsprechen. 

Die Schar (31) enthält nur eine reelle Fläche: 

Die Schar (30) enthält oo« reelle Flächen: 

/ = ^ x'* -h i y'« — 2x'u — 2y'v + ?£* + r*. 

Sie hüllen das Paraboloid z' -\- \x'^ -\- ^y'^= ein und haben mit ihm oo* Tangenten 
gemeinsam, von denen oo' reell sind, die sämtlichen reellen Tangenten von ^' + ia;'*-t-^y'*=^ o. 



z, X 



Kapitel HI. 

Die ebenen Mannigfaltigkeiten im projektiven Rn + \ nnd die ihnen 

entsprechenden Mannigfaltigkeiten. 

Im Raum von w + 1 Dimensionen benutze ich z, x^. . .x^ als Punktkoordinaten und 
' '^n Pi' 'Pn ^^ Koordinaten eines Flächenelements. 
Die projektive Gruppe wird durch die Transformation: 



(32) 



X «• 



Xr—P 



-2 



Pr = 



•li 



n 



'-^i^l^k^'^'-^'^'r^'r-Vr^) 



in die Gruppe übergeführt: 



(33) 



4x^Z + p^8, ipf,Z- x^8, \QZ* + S\ 

{(£, y = I . . . .W). 



n 



n 



Z...Z -\^{x^Vr). S^-^T (a;/ + p/) 



1 



Die ebenen n — q fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten des projektiven Raumes können 
durch projektive Transformationen alle aus der ebenen Mannigfaltigkeit erzeugt werden: 



(34) 



z' -- 0, x\ =0, x\ = 0, ..,.x'p =0, V'pj^x=^ ""P'n=^^ 



- '1 j V 2 



"It^^. , . .p p — 2tp, ^ p + 



^O^t 1 «■ « • • tA 



7> + i- 



n 



2s 



ir 



(35) 



81 
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Ihr entspricht die Mannigfaltigkeit zweiten Grades: 

z = l.(is^+^*. . . . + 4V- 4<i«. ... - it/) 

^i = h ^p = ^p Xp^^= ^yo+i ^n=^ ^n 

Pi = i^i = i^i Pp = itp = iXp Pp^^ = isp^^ = — iXp^^. . .p^ = is^ = — ix^. 

Eliminiert man die t und 5, so heißt die Mannigfaltigkeit: 

(36) j U+i 1 

Pk = ^^k Pl= — i^l 

(fc = 1 . . . . ^ , 1 = Q -\- 1 . , . ,n). 

Die ebene Mannigfaltigkeit (84) bleibt bei allen projektiven eingliedrigen Gruppen 
invariant, deren infinitesimale Transformationen von 2ter Ordnung in den e' x' sind, femer 
bei den ^Gruppen: 

P'u ^'kP'u —^'k, ^'kP'r ^'^'^^ ^'P'i^ ~^'^ ^'iP'm 
(J^ k = 1. . . .Q] wi, l = Q -{- 1 .... n.) 

Sie wird also durch die von diesen und von' einander unabhängigen (^ + l)*(n— ^ + ^) 
eingliedrigen Gruppen: 

I ^iP k 

in sämtliche ebenen Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimension n — q übergeführt. 

Die entsprechende Mannigfaltigkeit (36) wird durch die eingliedrigen Gruppen, die 
den Gruppen (37) entsprechen, in sämtliche Mannigfaltigkeiten übergeführt, die den ebenen 
Mannigfaltigkeiten entsprechen. 

Bis auf konstante Faktoren entsprechen den Transformationen p\ + xj^, p\ + x'^, — 1 
die Gruppen: p^^^ pi, — 1. 

Der Gmppe x'i p j^ entspricht die Gruppe : 

-. {{—XiXk—PiPk) + i i^iPk — Pl^k)} 

mit den endlichen Gleichungen: 

, ^Ik , i^lk 

ik = ^k + -y- ^l + —2- Pl 

H = Pk + -ITT ^i -^ ^r Pl 



ii * ' 2 



ll 



Pl 



«i - 


2 **+ 2 ^* 


Pl - 


»'«» "Ik 
- 2 ** 2"^* 



ä = «• + -g-. [4«tt i^k^l — PkPl) + «»* {x* - xj*) + ii (xiPi + «fcjjft) — Pl* + i»fc»]. 






Wendet man diese Transformation auf die Gleichungen (86) an, so erhält man aus 
den Gleichungen, die z nicht enthalten, wenn man statt der deutschen Buchstaben wieder 



lateinische schreibt: 



Vi 



^^i^lkxk — i^i (1 — «Zit*) 



1 + «zfc» 

und aus der Gleichung, die z enthält, erhält man, wenn man zugleich diese Werte von 
Pl und p^ einsetzt: 



(38) 



1 



"^ 9i \P + 1 • • ■ I ^i — 1 + ^/ -f 1 • • • ^n a?! . • • ^fc — 1 ^fc -I- 1 • • • ^p )' 



Wendet man auf diese Fläche (38) die Gruppe an, die afi p'j^ entspricht, so erhält 
man die Fläche: 

(89) '=2T(,+-.V-+V-) -'"■('-"''■+"»*)-*'"»"*'^' +S § "^'"? 1 

Wendet man aber auf (38) die Gruppe an, die x'^ p\ entspricht, so erhält man 

die Fläche: 

I" X i * (1 —«//,*+ «^;fc») — 4 aikX^Xi 

Wendet man auf (38) alle Transformationen an, die den Gruppen xip\ (k=i,, ,p z=/>-f i. . w) 
entsprechen, und sodann noch alle Transformationen der Gruppen pi^ . .jp^, — 1, so erhält die 
Schar der Mannigfaltigkeiten, die den ebenen Mannigfaltigkeiten des projektiven Raums ent- 
sprechen, bei passender Wahl der Konstanten die Gleichung: 

n { p p pi\...l 1, /+l...n p 



1 + i,)^ V "^ ^i"'- 



(41) 



^: 



1 



'2i 1 +^ 2 «tt' 



1 /»+l 



P+l 

l 



1+2 X «Ä^'-2" 
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Die Gleichung (41) enthält q (n — ^) + n + 1 Konstanten. Sie enthält also 
.Q^2(/o»— />' + n+ 1) komplexe Flächen. Diese können sämtlich höchstens ein reelles Flächen- 
element enthalten und zwar gibt es qo^^^'^p +n-fi)— i Flächen, die ein solches reelles 
Flächenelement enthalten. Die übrigen haben kein reelles Element. 

Dabei ist allerdings vorausgesetzt, daß die Gleichungen der ebenen Mannigfaltigkeit, 
der die Fläche (41) entspricht, z' enthalten, was bei einer reellen ebenen Mannigfaltigkeit 
bedeutet, daß sie nicht zur 2:' Achse parallel ist. 

Die Gleichungen einer (n — g) fach ausgedehnten ebenen Mannigfaltigkeit, die z' ent- 
halten, können nämlich immer nach e' und q von den x' so aufgelöst werden, daß in den 
ersten q + 1 Gleichungen die p' nicht vorkommen. Nennt man die x', nach denen die 
Gleichungen so aufgelöst sind, x\, . .x', so können die Gleichungen immer geschrieben werden: 

/ - (a^ + i + S + ^P + ^ — («n + i«n) a?n— (^ + iß) = 



o; 



', — (aj^ + i4- ««!;, + ,) ^p + i - (Äin + *«i^)a?'„— (6, + ift,) =0 



(42) «;>- (V + i + ^PP'\'i) ^'p + i - (ö/>n+ »«/,n) ^n- (f>p + ißp) =0 

p'^4.,— (a^ + i+ta^ + i) +p\ («1^ + 1+ i«iy9 + i)-- •+!>'/, (a^^4.,+ «a^^ + i)=0 



P'n — («n + *«n) +l''i («in + *« in) 



-\-P'p(<*pn+*''pn)=^ 



(a und a sind reelle Parameter). 



(43) 



Die Gleichungen (42) gehen durch die Transformation (32) über in: 
n 

2ie — i^(a?r* + '^ix^Pr +Pt*) — (a^ + 1 - i^p+i) (^/> + 1 + ^Pp+i) - • • • • 

1 — («n + ««n) (^n + ^Pn) — (^1 + * A) = 0. 

(— xi + ipi) + (a,^ + iaa) (- a^ + «>i) • • • + ( V + *' v) (~" ^/> + *^i«) ~" (^^ + ^ ''O 

(Ä=l....p, Z = ^-|-l.... n). 



0. 
0. 



Trennt man in den n Gleichungen (43), die z nicht enthalten, das Reelle vom Imagi- 
nären, so erhält man für ein reelles Element, das den Gleichungen (43) genügen soll, 2 n lineare 
Gleichungen mit den 2 n Unbekannten pi jp,^, Xi x^. 

Diese Gleichungen liefern für die x und p immer eine ganz bestimmte Lösung, denn 
die Determinante der Gleichungen kann nicht Null werden. 



5 
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Diese Determinante heifit nämlich: 
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Sie hat den Wert 1 + der Summe der Quadrate sämtlicher Glieder und ünter- 
determinanten der Matrix: 



^1^+1 «i/>+i 



«i/5-f 1 ^ip + i* 



^pp + i ^pp + i 

«/)yO + l %p-]-l 
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Da alle a und a reell sind, so sind die Quadrate alle positiv oder Null, die Deter- 
minante ist daher sicher großer als 1 oder wenigstens gleich 1. 

Diejenige Gleichung (43), die z enthält, liefert zu dem einzigen reellen Weitsystem 
der X und p einen ganz bestimmten Wert für Zj der nur dann reell ist, wenn die 
2 (gin — ^) + n4- 1) reellen Konstanten der Gleichung eine Bedingung erfüllen. Der reelle Teil 
dieser Gleichung muß nämlich identisch verschwinden, weil z den Faktor 2e hat. 

Es gibt also in der Tat in der Schar (43) oder, was dasselbe ist, in der Schar (41) 

nur oo*{/'**~~/'' + ^ + — * Flächen mit einem einzigen reellen Flächenelement, Alle übrigen 
Flächen der Schar haben kein reelles Element. 
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Die reellen Elemente des Raumes xpz lassen sich in 2 verschiedenen Weisen zu oo** +"* 
ebenen Mannig:faltigkeiten zusammenfassen, die den ganzen Raum ausfüllen. Sie liegen auf 
den Punkten und den nfach ausgedehnten Ebenen. 

Die ihnen entsprechenden Elemente sind also die gemeinsamen Elemente von zwei 
Flächenscharen des projektiven Raumes, die je oo'* + * Flächen enthalten. Die eine entspricht 
den Punkten, die andre den nfach ausgedehnten Ebenen des Raumes xjpz. 

Jede Fläche der einen Schar wird von oo** Flächen der andern Schar berührt. Die- 
jenigen ebenen Mannigfaltigkeiten des projektiven Raumes, die die Flächen der beiden Schai^en 
in diesen gemeinsamen Elementen ebenfalls berühren, gehen durch die Transformation (32) in 
solche Mannigfaltigkeiten der Schar (41) über, die ein reelles Element enthalten. 

Die Flächenschar, die den reellen Punkten 

x^ = ti^ 2\ = «^ z = c 

des Raumes xpz entspricht, heißt: 

n 

z' =2ic + 

1 

Die Schar, die den reellen Ebenen 



(44) 



n ^ 

:' = 2ic +2l (^ - 2^.0;, + v) 



entspricht, heißt: 

n 



n 

1 



(44) 



z' = - "^ {\x\^ — 2ia^x\ — a^^) -f 2ic, 
1 

Reell sind in der Schar (43) alle Flächen, in denen c^O ist, also alle Flächen, die 

den Punkten der Ebene z = entsprechen. In der Schar (44) ist nur die eine reelle Fläche 

n 

z* + \y% a?'^* = enthalten. 

1 
Ihr entspricht die Ebene «^ = p^=^^, 

Ihren sämtlichen reellen Elementen entsprechen wieder reelle Elemente. Sie ist die 
einzige reelle Mannigfaltigkeit des projektiven Raumes mit dieser Eigenschaft und die ihr 
entsprechende Ebene ^^ = ist in ihrem Raum ebenfalls die einzige reelle Mannigfaltigkeit, 
deren sämtlichen reellen Elementen wieder reelle Elemente entsprechen. 



n 



Die Fläche z' -^^ \y~x x\^ = Q wird von allen reellen Flächen der Schar (43) 

1 
berührt und alle reellen ebenen Mannigfaltigkeiten, die sie berühren, gehen durch die Trans- 
formation (32) in solche Flächen über, die ein reelles Element enthalten. Eine reelle ebene 
Mannigfaltigkeit, die diese Fläche nicht berührt, kann nie in eine Fläche mit reellem Element 
tibergehen. 
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